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1. Demostrar los corchetes de Poisson.

Tenemos que demostrar que

{r(@),7(y)} =0,  {o(z),6(y)} =0
Recordemos del capitulo 38 del curso de Mecénica Tedrica la definicién
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Del mismo capitulo 38 recordemos que tenfamos que
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Entonces, usamos directamente la definicion:
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Vemos que todos los términos contienen por lo menos una derivada del estilo %, por lo que se anula todo
debido a ecuacién (1). Haciendo lo mismo para 7
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En este caso, de nuevo todos los términos tienen derivadas del estilo g—g por lo que también se anula.

2. Demostrar la relacién [ ﬁd?’k = [6(w? — |k]* — m?)f(w) d*k.
Vamos a demostrar que %’Z es invariante Lorentz. Es decir,
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Desafortunadamente no sabemos como transforma la cantidad d3k, pero sabemos que
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Pues sabemos que para cualquier transformacién de Lorentz (propia y homogénea) cumple |A| = 1. Con
esto en mente podemos introducir una integral extra, integrando sobre dk® simplemente recordando que’

dEYS(K° —wy) =1

IDurante todo este ejercicio voy a ignorar el simbolo f, que debe suponerse siempre junto a cualquier diferencial.



Al hacer esto, k° es una variable de integracién que puede tener cualquier valor, mientras que entendemos

wk:\/E2+m2

S BE 5K — wp)

que wy, esta fijado por la ecuacién

Entonces tenemos que

Ya sabemos que el diferencial es invariante bajo transformaciones de Lorentz, por lo que nos queda

S(K°— .y . . . . .
demostrar que (T:”‘) también lo es. Para ver que es invariante fijémonos en que podemos simplificarlo

un poco, pues recordemos la propiedad

S(F(K)) = W (4)

Que se cumple para cualquier funcién f(k°) cuyo tinico cero sea wy,. Es decir, wy, debe ser el tinico valor
para el cual f(k°) = 0.

Para identificar esta ecuacion con la expresion que nosotros queremos demostrar solo tenemos que encon-
trar una funcién f(k°) que cumpla:

fR =wp) =0 vy  f/(k)=2k°

En general, podriamos usar la condicién mas general |f’(k°)| = 2k°, pero en este caso no nos interesa
encontrar la funciéon f mas general, sino que nos basta con un tnico ejemplo. Esto es un problema de
ecuaciones diferenciales bastante facil, pues la funciéon f(k°) tiene que ser

F(K0) = /f’(ko)dko = /2k° Ak’ = (K°)* + C
Imponiendo la condicién inicial:
flwp) = (wp)>’+C=0=C = —uwj
FEO) = (k%)% — w2 = (K°)2 — K2 —m2 =12 —m2
Donde he usado que w? = k2 + m? y que k% = (k°)? — k2 Por lo tanto uno podria escribir

(5(]{50 — wk)

S22
2o = d(k* —m?)

Esto desgraciadamente ain no es la solucién final, pues como hemos dicho la ecuacién (4) solo es valida
si wy, es el tnico cero de f(k°). Pero (k%)% — w? = 0 tiene dos soluciones:

k’o = Wk, ko = —Wg

Nosotros solo estamos interesados en la primera, entonces simplemente tenemos que imponer que k° > 0,
de forma que descartamos la segunda soluciéon. Para hacer esto matematicamente usaremos la funcién

1 sik®>0
0y _
a(k)_{o si k0 < 0

Ahora si, podemos escribir

5(/60 — wk)

= 0(k* — m?)0(k%) (5)
ka

Que, ahora si es correcto. Y resulta que el lado derecho de esta ecuacion es manifiestamente invariante
Lorentz!

Vamos a verlo por si alguien atin no estd 100% convencido: Para empezar el término 6(k% — m?) es
invariante Lorentz, pues k? es invariante Lorentz y m? también (dado que es constante). Por lo que, si
para un observador se cumple que k%2 = m? para cualquier otro observador también se cumplird esto. El
término A(k") también es invariante, puesto que si para un observador k° > 0, entonces para cualquier
otro k0 > 0.

Esto se cumple para cualquier cuadrivector bajo dos condiciones:



1) El cuadrivector es de tipo espacio, i.e. k2 > 0
2) La transformacién de Lorentz es ortocrona, i.e. A% >0
Asumamos que k° > 0. Entonces sabemos que
EO = A%k + A% kY + A%k 4+ A%3K3 > AO0k® — [A% KD 4+ AYk2 + A%3E3 (6)

Donde la desigualdad se sigue facilmente del hecho que —|z| < z.
La desigualdad de Cauchy, nos dice que

[ACLRY + M%K%+ A%K°] < \/(A01)2 + (A%)2 + (A%)2\/(K1)? + (K2)2 + (h9)?

Debido a que k2 = (k°)2 — k2 > 0, obtenemos que k2 = (k1)2 + (k2)2 + (k*)2 < (k°)2. De forma similar
usando la definicién de transformacién de Lorentz

AﬂagaﬂAg =g = AOOQOOAS + AOigijA(J) _ gOO — (A00)2 N (AOi)Q —1>0

O, equivalentemente
(A01)2 4 (A02)2 4 (A03)2 < (A00)2

Por lo que podemos substituir en la desigualdad de Cauchy para obtener
[A%1E + A%9K? + A%E?| < \/(A%)24/ (k)2 = |A%]|K°|

Hasta ahora hemos usado solo que k? > 0, pero recordemos que tenemos dos otras condiciones, A% > 0
y k% > 0, que nos permiten escribir esta ecuacién como

|AY kY + A%k% + AC3k3| < |A%| K0 = A%k = AYkY — |A® kY + A%k% + A3k3| > 0

Que, junto con la ecuaciéon (6) demuestra que efectivamente £’° > 0. Demostrando finalmente la inva-

riancia Lorentz.

3. Demostrar la invariancia Lorentz del conmutador directa-

mente para el caso 1+1.

1 . ) dk
= A ji(wrt—kx) _ —i(wrt—kx)| =2V 7
/ 2wn (e € ) o (™)
Si aplicamos una transformacién de Lorentz a las variables de la integral obtenemos
t = Ao(ﬂf—l-Aolx7 2 = Alot—l—AllJ} (8)
Equivalentemente
Wy = Aoowk + Aolk’, E = Alowk + Allk' (9)

Comprobemos primero que se cumple que wir = Vk'2 + m2:

Wi — VE?2+m?2= Aoowk + AO1]€ - \/(Alowk + Allk)Q + m2
= Ay + A%sk — /(ATo)2(k2 + m2) + (AL1)2K2 + 2ATpALwk + m2

Usando las relaciones (A%)? — (Ag)? =1, (A%1)? — (A11)? = —1 y AlpAY; = AlgAY,

wer — VK2 +m2 = A%w, + A%k — \/((A%)2 —1)(k2 +m?2) + ((A%)2 + 1)k2 + 2A% A0 wik + m?
= A%y, + A%k — /(A%)2wZ + (A%1)2k2 + 200 A0 wik
= Aoowk —+ Aolk — \/(Aoowk + Aolk)2 = Aoowk + Aolk — |A00wk + A01k|

Sabemos que wy > k, y también que |A%] = /1 + (A%)2 > |A%;]. Podemos escribir
A%k
A° A% k| = wy|A%] |1 1
[A owr + A° 1| = wi|A”| +A00wk (10)




Pero 1 > jﬁ—ﬁ; ﬁ > Q—Zéw%, por lo que la cantidad 1 + AAOOOI(A’; es siempre positiva y la ecuacién (10) se
convierte en ) . |A00| ) )
|A owr + A 1k| = A0 (A owr + A 1k) (11)
0

por lo que wyr = VE'2 +m2 solo si A% > 0.
Ahora debemos comprobar que el producto wit — kx es invariante bajo transformaciones de Lorentz:

wk/t’ — kK2 = (Aoowk + Aolk’)(AOot + A01$) — (Alowk + Allk‘)(Alot + Allx)
= ((A%)% = (A'0)?) wit + (A%A% — AMoA"wia
+ (A% A% — AN AT o)kt + (M%) — (A'1)?) ka

= wit — kx
Perfecto, nos queda demostrar que efectivamente % es invariante. Segun la transformacién (9) tenemos

dk |A%wi + A% k[ dk dk

k
A% + A0, 2 — —
ot ! AOgwy, + A9k AOgwi, + A%k wy, Wk

Wk

— =A%+ A~ =
dk o+ 1wk We!

dx’ k dx’
| (12)

Donde podemos cancelar la fraccién usando la ecuacién (11).
Esto demuestra explicitamente que la expresién (7) es invariante bajo transformaciones de Lorentz
bajo la condicién AJ > 0.



